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G -fonctions
Notion introduite par Siegel (1929).

G -fonction (au sens strict)

f (z) =
∞
∑

n=0
anz

n ∈Q¹zº telle que

a) ∃L ∈Q(z)[d/dz ] \ {0} : Lf (z) = 0 (D-finitude)

b) ∃C1 > 0 : ∀n ∈ N, an ¶ C n+1
1 , où an := max

σ∈Gal (Q/Q)
|σ(an)| ;

c) ∃C2 > 0 : ∀n ∈ N, den(a0, . . . ,an)¶ C n+1
2 , où den(a0, . . . ,an) est le

dénominateur commun des ai .

Propriétés :
a) ⇒ existence d’un prolongement analytique
L’ensemble des G -fonctions est un sous-anneau de Q¹zº stable
par d/dz et

∫

.
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Exemples :
Polylogarithmes

Lis(z) =
∞
∑

n=0

zn

ns
, s ∈ N∗

dont Li1(z) = − log(1− z) et la série « géométrique »
∞
∑

n=0
zn.

∞
∑

n=0

(2nn )

n+ 1
zn =

2
1+
p
1− 4z

tout f ∈Q¹zº algébrique sur Q(z) et holomorphe en 0.

arctan(z) =
∞
∑

n=0
(−1)n

z2n+1

2n+ 1
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Exemples :

nFn−1(α;β ; z) =
+∞
∑

m=0

(α1)m . . . (αn)m
(β1)m . . . (βn−1)mm!

zm

pour α ∈Qn, β ∈ (Q \Z−)n−1, (x)m := x(x + 1) . . . (x +m− 1).

Contre-exemples :

exp(z) =
∞
∑

n=0

zn

n!
ne vérifie pas c).

J0(z) :=
∞
∑

n=0
(−1)n

z2n

4nn!2
(fonction de Bessel) ne vérifie pas c).

La fonction de Mahler M(z) =
∞
∑

n=0
z2n

ne vérifie pas a).
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Théorème fondamental :

André-Chudnovsky-Katz

f 6= 0 G -fonction. L ∈Q(z)[d/dz ] \ {0} tel que Lf (z) = 0 et d’ordre
minimal µ pour f .

Au voisinage de tout α ∈ P1(Q), il existe une base de solutions de
Ly(z) = 0

(f1(z −α), . . . , fµ(z −α))(z −α)Cα

où
Cα ∈Mµ(Q) est triangulaire supérieure à valeurs propres dans Q
(liées aux exposants de L en α)
fi (u) G -fonctions.
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Présentation du problème
K corps de nombres

F (z) =
∞
∑

k=0
Akz

k ∈K¹zº \K[z ]

L ∈K [z , d/dz ] \ {0} opérateur tel que L(F (z)) = 0 d’ordre
minimal µ.
β ∈Q \Z¶0,

∀n ∈ N∗, s ∈ N, F
[s]
β ,n(z) :=

∞
∑

k=0

Ak

(k + β + n)s
zk+n.

G -fonctions liées à des primitives itérées de F (z).
But : trouver des bornes supérieures et inférieures sur la
dimension de

Φα,β ,S := VectK
�

F
[s]
β ,n(α), n ∈ N

∗, 0¶ s ¶ S
�

quand S ∈ N suffisamment grand et α ∈K, 0< |α|< R où R RCV
de F .
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Théorème

Pour S suffisamment grand et α ∈K, 0< |α|< R où R RCV de F , on a

1+ o(1)
[K :Q]C (F ,β)

log(S)¶ dimKΦα,β ,S ¶ `0(β)S +µ.

si δ = degz(L) et ω est l’ordre de 0 en tant que singularité de L,
`0(β) est le maximum de ` := δ−ω et des f − β quand f
exposant de L en∞ tel que f − β ∈ N ;
C (F ,β)> 0 constante dépendant de F et β , et pas de α.

Si F (z) ∈K[z ], Φα,β ,S ⊂K.
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Cas particuliers :

β = 0 : déjà prouvé par Fischler et Rivoal.

Ak = 1 : résultats de Rivoal (α ∈Q∩R) et Marcovecchio sur la
dimension du K-espace vectoriel engendré par Lis(α), 0¶ s ¶ S ,
pour α ∈K, 0< |α|< 1.

Fischler et Rivoal : le théorème principal est aussi vrai pour β = 0
et α dans un ouvert étoilé en 0 contenant strictement le disque de
convergence de F .
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2 objectifs :

1 Prouver le théorème précédent en suivant et en adaptant la
preuve de Fischler et Rivoal.

2 Trouver une expression explicite pour C (F ,β) : n’avait pas été fait
par Fischler et Rivoal dans le cas β = 0.
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Borne inférieure

On prouve, à l’aide du théorème d’André-Chudnovsky Katz qu’il existe
κj ,t,s,n,β ∈K et Kj ,s,n,β(z) ∈K[z ] tels que

F
[s]
β ,n(z) =

s
∑

t=1

`0(β)
∑

j=1

κj ,t,s,n,βF
[t]
β ,j(z) +

µ−1
∑

j=0

Kj ,s,n,β(z)(θ
jF )(z)

où µ= ord (L) et θ = z
d
dz

.
Ainsi, si α ∈K∩D(0,R),

Φα,β ,S := VectK
�

F
[s]
β ,n(α),1¶ s ¶ S ,n ∈ N∗

�

= VectK
�

F
[t]
β ,j(α),1¶ t ¶ S ,1¶ j ¶ `0(β)

�

+ VectK
�

(θ jF )(α),0¶ j ¶ µ− 1
�

et dimK Φα,β ,S ¶ `0(β)S +µ.
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Borne supérieure
Idée essentielle : introduire une série auxiliaire adaptée pour pouvoir
appliquer le critère d’indépendance linéaire suivant :

Théorème (Fischler-Rivoal)

Si 0< a < 1< b, κ,λ ∈ R tels que
1 ∀j , pj ,n ¶ bn(1+o(1)) où x := max

σ∈Gal (Q/Q)
|σ(x)| (maison de x).

2
N
∑

j=1

pj ,nθj = annκ log(n)λ
�

T
∑

t=1

ctζ
n
t + o(1)

�

.

3 Les ζt sont deux à deux distincts et |ζt |= 1.
Alors

dimK Vect(θ1, . . . ,θN)¾
1

[K :Q]

�

1−
log(a)

log(b)

�

.

Généralisation d’un critère de Nesterenko.

Gabriel Lepetit Sur l’indépendance linéaire de valeurs de G-fonctions



Un problème diophantien
Éléments de preuve

Explicitation des constantes

Borne supérieure
Borne inférieure

Borne supérieure
Idée essentielle : introduire une série auxiliaire adaptée pour pouvoir
appliquer le critère d’indépendance linéaire suivant :

Théorème (Fischler-Rivoal)

Si 0< a < 1< b, κ,λ ∈ R tels que
1 ∀j , pj ,n ¶ bn(1+o(1)) où x := max

σ∈Gal (Q/Q)
|σ(x)| (maison de x).

2
N
∑

j=1

pj ,nθj = annκ log(n)λ
�

T
∑

t=1

ctζ
n
t + o(1)

�

.

3 Les ζt sont deux à deux distincts et |ζt |= 1.
Alors

dimK Vect(θ1, . . . ,θN)¾
1

[K :Q]

�

1−
log(a)

log(b)

�

.

Généralisation d’un critère de Nesterenko.
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Canevas de preuve :
Pour S ∈ N et r ∈ N tel que r ¶ S , soit

TS ,r ,n(z) := n!S−r
∞
∑

k=0

(k − rn+ 1)rn
(k + 1+ β)Sn+1

Akz
−k

où (x)n = x(x + 1) . . . (x + n− 1).

i) Pour n ¾ `0(β), il existe Cu,s,n(z) ∈K[z ] et C̃u,n(z) ∈K[z ] tels que

TS ,r ,n(z) =

`0(β)
∑

u=1

S
∑

s=1

Cu,s,n(z)F
[s]
β ,u

�

1
z

�

+

µ−1
∑

u=0

eCu,n(z)z
−S(`−1)(θuF )

�

1
z

�

.

ii) Pour z ∈K, on borne les maisons (resp. les dénominateurs) de
Cu,s,n(z) et C̃u,n(z) par des suites b

n(1+o(1))
1 (resp. bn(1+o(1))

2 ).

Gabriel Lepetit Sur l’indépendance linéaire de valeurs de G-fonctions



Un problème diophantien
Éléments de preuve

Explicitation des constantes

Borne supérieure
Borne inférieure

Canevas de preuve :
Pour S ∈ N et r ∈ N tel que r ¶ S , soit

TS ,r ,n(z) := n!S−r
∞
∑

k=0

(k − rn+ 1)rn
(k + 1+ β)Sn+1

Akz
−k

où (x)n = x(x + 1) . . . (x + n− 1).

i) Pour n ¾ `0(β), il existe Cu,s,n(z) ∈K[z ] et C̃u,n(z) ∈K[z ] tels que

TS ,r ,n(z) =

`0(β)
∑

u=1

S
∑

s=1

Cu,s,n(z)F
[s]
β ,u

�

1
z

�

+

µ−1
∑

u=0

eCu,n(z)z
−S(`−1)(θuF )

�

1
z

�

.

ii) Pour z ∈K, on borne les maisons (resp. les dénominateurs) de
Cu,s,n(z) et C̃u,n(z) par des suites b

n(1+o(1))
1 (resp. bn(1+o(1))

2 ).

Gabriel Lepetit Sur l’indépendance linéaire de valeurs de G-fonctions



Un problème diophantien
Éléments de preuve

Explicitation des constantes

Borne supérieure
Borne inférieure

iii) On exprime TS ,r ,n(1/α) en fonctions d’intégrales

BS ,r ,n,j(α) = (2π)(S−r+2)/2κj
log(n)sj

n(S+r)/2+bj
∫ c+i∞

c−i∞
gj ,β(t)e

nϕ(−α/ξj ,t)
�

1+O

�

1
log(n)

��

dt

iv) On applique la méthode du col à BS ,r ,n,j(α) et on choisit
r =

�

S/ log(S)2
�

pour obtenir

TS ,r ,n(1/α) = annκ log(n)λ

 

Q
∑

q=1

cq,βζ
n
q + o(1)

!

, n→∞,

où 0< a ¶ r r−S , |ζq|= 1, les ζq sont 2 à 2 distincts et cq,β 6= 0.
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v) On applique le critère d’indépendance linéaire précédent grâce aux
étapes ii) et iv).
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Exemples

Explicitation des constantes

On peut trouver Qj(X ) ∈ OK[X ] et u ∈ N∗ tels que

uzµ−ωL=
∑̀

j=0

z jQj(θ + j), (1)

où θ = zd/dz , µ= ord (L), ω la multiplicité de 0 en tant que
singularité de L et `= degz(L)−ω

Alors

Lβ := uzµ−ωzβLz−β
∑̀

j=0

z jQj(θ + β + j).
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Soit (u1,β(n))n¾m, . . . , (u`,β(n))n¾m une base de solutions de

∀n ¾m ,
∑̀

j=0

Qj(−n− β)u(n+ j) = 0.

Soit

Wβ(n) :=

�

�

�

�

�

�

�

�

u1,β(n+ `− 1) · · · u`,β(n+ `− 1)
u1,β(n+ `− 2) · · · u`,β(n+ `− 2)

...
...

...
u1,β(n) · · · u`,β(n)

�

�

�

�

�

�

�

�

et (−1)jDj ,β(n) le mineur obtenu en enlevant la première ligne et la
j ıème colonne de Wβ(n).
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Proposition

On peut prendre dans le théorème principal

C (F ,β) = log(2eC1(F ,β)C2(F ,β))

où C2(F ,β) (resp. C1(F ,β)) est une borne supérieure sur limsup
n→+∞

δ3/n
n

(resp. limsup
n→+∞

M1/n
n ), où δn (resp. Mn) est un dénominateur commun

(resp. le maximum des valeurs absolues) des

1
Wβ(k)

,
Dj ,β(k)

Q`(1− k − β)
, uj ,β(k), k ∈ {m, . . . ,n}, j ∈ {1, . . . ,`}.
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∀n ¾m ,
∑̀

j=0

Qj(−n− β)u(n+ j) = 0. (2)

(un)n est solution de (2) ssi eLβ(U(z−1)) = 0 où

eLβ =

�

d
dz

�`

zm−1Lβ

et U(z) =
∞
∑

n=m
unz

n.

Pour calculer C2(F ,β), on veut donc trouver une borne sur

den(u0, . . . ,un) quand U(z) =
∞
∑

n=0
unz

n vérifie eLβ ,∞(U(z)) = 0, où eLβ ,∞

est l’opérateur obtenu à partir de eLβ par changement de variable
u = 1/z .
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Un outil : la taille

Définition

Soit G ∈Mµ(K(z)). On prend Gs telle que y ′ = Gy ⇒ y (s) = Gsy . La
taille de G est

σ(G ) := limsup
s→+∞

1
s

∑

p∈Spec (OK)

sup
m¶s

log+








Gm

m!









p,Gauss

,

avec log+ : x 7→ log (max(1,x)). La taille d’un opérateur est celle de sa
matrice compagnon.

La taille de Y =
∞
∑

m=0
Ymz

m,Ym ∈Mp,q(K) est

σ(Y ) := limsup
s→+∞

1
s

∑

p∈Spec (OK)

sup
m¶s

log+ ‖Ym‖p .
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Étapes de la méthode
U(z) =

∞
∑

n=0
unz

n solution de eLβ ,∞(U(z)) = 0

i) Borner den(u0, . . . ,us) en fonction de σ(U) :

den(u0, . . . ,us)¶ exp([K :Q]σ(U))

ii) Borner σ(U) en fonction de σ(eLβ ,∞) (Dwork) :

σ(U)¶ (µ+ `)2σ(eLβ ,∞) + (µ+ `)2 +µ+ `− 1+ (µ+ `)(µ+ `− 1)

H(den(f1, . . . , f`)den(β)) + ((µ+ `)2 + 1)
∑

ζ 6=0,∞

h(1/ζ), (3)

où :
la somme porte sur les racines 6= 0 de χL(z) ∈K[z ] ne dépendant
que de L ;
f1, . . . , f` : exposants de L en∞ ;

H(N) :=
N

ϕ(N)

∑

(j ,N)=1

1
j
, ϕ indicatrice d’Euler.

Gabriel Lepetit Sur l’indépendance linéaire de valeurs de G-fonctions



Un problème diophantien
Éléments de preuve

Explicitation des constantes

Expression en termes de solutions d’opérateurs
Explicitation à l’aide de la taille
Exemples

Étapes de la méthode
U(z) =

∞
∑

n=0
unz

n solution de eLβ ,∞(U(z)) = 0

i) Borner den(u0, . . . ,us) en fonction de σ(U) :

den(u0, . . . ,us)¶ exp([K :Q]σ(U))

ii) Borner σ(U) en fonction de σ(eLβ ,∞) (Dwork) :

σ(U)¶ (µ+ `)2σ(eLβ ,∞) + (µ+ `)2 +µ+ `− 1+ (µ+ `)(µ+ `− 1)

H(den(f1, . . . , f`)den(β)) + ((µ+ `)2 + 1)
∑

ζ 6=0,∞

h(1/ζ), (3)

où :
la somme porte sur les racines 6= 0 de χL(z) ∈K[z ] ne dépendant
que de L ;
f1, . . . , f` : exposants de L en∞ ;

H(N) :=
N

ϕ(N)

∑

(j ,N)=1

1
j
, ϕ indicatrice d’Euler.

Gabriel Lepetit Sur l’indépendance linéaire de valeurs de G-fonctions



Un problème diophantien
Éléments de preuve

Explicitation des constantes

Expression en termes de solutions d’opérateurs
Explicitation à l’aide de la taille
Exemples

Étapes de la méthode
U(z) =

∞
∑

n=0
unz

n solution de eLβ ,∞(U(z)) = 0

i) Borner den(u0, . . . ,us) en fonction de σ(U) :

den(u0, . . . ,us)¶ exp([K :Q]σ(U))

ii) Borner σ(U) en fonction de σ(eLβ ,∞) (Dwork) :

σ(U)¶ (µ+ `)2σ(eLβ ,∞) + (µ+ `)2 +µ+ `− 1+ (µ+ `)(µ+ `− 1)

H(den(f1, . . . , f`)den(β)) + ((µ+ `)2 + 1)
∑

ζ 6=0,∞

h(1/ζ), (3)

où :

la somme porte sur les racines 6= 0 de χL(z) ∈K[z ] ne dépendant
que de L ;
f1, . . . , f` : exposants de L en∞ ;

H(N) :=
N

ϕ(N)

∑

(j ,N)=1

1
j
, ϕ indicatrice d’Euler.

Gabriel Lepetit Sur l’indépendance linéaire de valeurs de G-fonctions



Un problème diophantien
Éléments de preuve

Explicitation des constantes

Expression en termes de solutions d’opérateurs
Explicitation à l’aide de la taille
Exemples

Étapes de la méthode
U(z) =

∞
∑

n=0
unz

n solution de eLβ ,∞(U(z)) = 0

i) Borner den(u0, . . . ,us) en fonction de σ(U) :

den(u0, . . . ,us)¶ exp([K :Q]σ(U))

ii) Borner σ(U) en fonction de σ(eLβ ,∞) (Dwork) :

σ(U)¶ (µ+ `)2σ(eLβ ,∞) + (µ+ `)2 +µ+ `− 1+ (µ+ `)(µ+ `− 1)

H(den(f1, . . . , f`)den(β)) + ((µ+ `)2 + 1)
∑

ζ 6=0,∞

h(1/ζ), (3)

où :
la somme porte sur les racines 6= 0 de χL(z) ∈K[z ] ne dépendant
que de L ;
f1, . . . , f` : exposants de L en∞ ;

H(N) :=
N

ϕ(N)

∑

(j ,N)=1

1
j
, ϕ indicatrice d’Euler.

Gabriel Lepetit Sur l’indépendance linéaire de valeurs de G-fonctions



Un problème diophantien
Éléments de preuve

Explicitation des constantes

Expression en termes de solutions d’opérateurs
Explicitation à l’aide de la taille
Exemples

iii) σ(eLβ ,∞) = σ(eLβ)

iv) Borner la taille d’un produit (L.) :

σ(eLβ) = σ

�

�

d
dz

�`

Lβ

�

¶ `+σ(Lβ) (4)

v) Borner σ(Lβ) en fonction de σ(L) (L.) :

σ(Lβ)¶
�

1+ log(2)
�

max(1,2 log(den(β)),σ(L)) (5)
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Exemples

1 Φs(z ,β) :=
∞
∑

k=0

zk

(k + β)s
(fonction zêta de Lerch). Pour

0< |α|< 1,α ∈Q Au moins
1+ o(1)
28.01

log(S) des Φs(α,1/2),
0¶ s ¶ S , sont linéairement indépendants sur Q.

2 Si α ∈Q∗ et 0< |α|< 1, au moins
1+ o(1)

2443[Q(α) :Q]
log(S) des

∞
∑

k=0

(1/3)k(2/11)k
k!(1/6)k

zk

(7k + 1)s
, 0¶ s ¶ S

sont linéairement indépendants sur Q(α).
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2 Si α ∈Q∗ et 0< |α|< 1, au moins
1+ o(1)

2443[Q(α) :Q]
log(S) des

∞
∑

k=0

(1/3)k(2/11)k
k!(1/6)k

zk

(7k + 1)s
, 0¶ s ¶ S

sont linéairement indépendants sur Q(α).
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1

2

3 La dimension sur Q(α) de l’e.v. engendré par

∞
∑

k=0

k
∑

j=0

�

k

j

�2�k + j

j

�2 αk

(3k + 5)s
et

∞
∑

k=0

k
∑

j=0

�

k

j

�2�k + j

j

�2 αk

(3k + 8)s
,

0¶ s ¶ S , est au moins
1+ o(1)

209532[Q(α) :Q]
log(S)
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Merci pour votre attention !
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