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Un probléme diophantien |~ o .

Présentation du probléme

G-fonctions

Notion introduite par Siegel (1929).
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Présentation du probléme

G-fonctions

Notion introduite par Siegel (1929).

G-fonction (au sens strict)

f(z) = %0: a,z" € Q[z] telle que
n=0
a) 3L € Q(z)[d/dz]\ {0} : Lf(z) = 0 (D-finitude)
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f(z) = %0: a,z" € Q[z] telle que
n=0
a) 3L € Q(z)[d/dz]\ {0} : Lf(z) = 0 (D-finitude)
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G-fonctions
Présentation du probléme

G-fonctions

Notion introduite par Siegel (1929).

G-fonction (au sens strict)

f(z) = %0: a,z" € Q[z] telle que
n=0
a) 3L € Q(z)[d/dz]\ {0} : Lf(z) = 0 (D-finitude)

b) 3¢, >0: VneN, [3,]< " ou[a,]:= max |o(a,)l;
) 1 I_l 1 I_l aeGal(@/Q)l ( )l

c) 3G, >0:Vn€eN, den(a,...,a,) < Cj*, ot den(ay,...,a,) est le
dénominateur commun des a;.

V.

Propriétés :
@ a) = existence d'un prolongement analytique
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Un probléme diophantien

G-fonctions
Présentation du probléme

G-fonctions

Notion introduite par Siegel (1929).

G-fonction (au sens strict)

f(z) = %0: a,z" € Q[z] telle que
n=0
a) 3L € Q(z)[d/dz]\ {0} : Lf(z) = 0 (D-finitude)

b) 3¢, >0: VneN, [3,]< " ou[a,]:= max |o(a,)l;
) 1 I_l 1 I_l aeGal(@/Q)l ( )l

c) 3G, >0:Vn€eN, den(a,...,a,) < Cj*, ot den(ay,...,a,) est le
dénominateur commun des a;.

V.

Propriétés :
@ a) = existence d'un prolongement analytique

e L'ensemble des G-fonctions est un sous-anneau de Q[z] stable
par d/dz et f
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Un probléme diophantien

G-fonctions
Présentation du probléme

Exemples :
o Polylogarithmes

oo Zn
Lis(z):ZF, seN*
n=0

oo
dont Li;(z) = —log(1—z) et la série « géométrique » Y. z".
n=0
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oo Zn
Lis(z):ZF, seN*
n=0

dont Li;(z) = —log(1—z) et la série « géométrique » Y. z".
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Un probléme diophantien

G-fonctions
Présentation du probléme

Exemples :
o Polylogarithmes

oo Zn
Lis(z):ZF, seN*
n=0

dont Li;(z) = —log(1—z) et la série « géométrique » Y. z".
n=0
o 2n
° > () "= 2
m—on+1 1++v1—-4~
e tout f € Q[z] algébrique sur Q(z) et holomorphe en 0.
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Exemples :
o Polylogarithmes

oo Zn
Lis(z):ZF, seN*
n=0

dont Li;(z) = —log(1—z) et la série « géométrique » Y. z".
n=0

co (2n

° > C) "= 2

n—on+1 1+v1—-4z

e tout f € Q[z] algébrique sur Q(z) et holomorphe en 0.

oo z2n+1
@ arctan(z) = —-1)"
()= %15
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Un probléme diophantien

G-fonctions
Présentation du probléme

Exemples :

S an)m m
Fraa:fiz Z Byl

pour a €Q", p € (Q\Z_)" L, (X)y i=x(x+1)...(x + m—1).
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Un probléme diophantien

G-fonctions
Présentation du probléme

Exemples :

S n)m m
Fraa:fiz Z Byl

pour a €Q", p € (Q\Z_)" L, (X)y i=x(x+1)...(x + m—1).

Contre-exemples :
oo Zn

@ exp(z) = 2, — ne vérifie pas c).
n=0 1
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Un probléme diophantien

G-fonctions
Présentation du probléme

Exemples :

S n)m m
Fraa:fiz Z Byl

pour a €Q", p € (Q\Z_)" L, (X)y i=x(x+1)...(x + m—1).

Contre-exemples :

Sz .
@ exp(z) = >, — ne vérifie pas c).
n=0 n!
=) Z2n
e Jy(z):= Dl (-1)" YTE (fonction de Bessel) ne vérifie pas c).
n=0 :
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Un probléme diophantien

G-fonctions
Présentation du probléme

Exemples :

S n)m m
Fraa:fiz Z Byl

pour a €Q", p € (Q\Z_)" L, (X)y i=x(x+1)...(x + m—1).

Contre-exemples :

e exp(z) = D, Z—I ne vérifie pas c).
n=0 1
=) Z2n .
e Jy(z):= > (—1)”4 > (fonction de Bessel) ne vérifie pas c).
n=0 n!
e La fonction de Mahler M(z) = 3 z%" ne vérifie pas a).
n=0
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Un probléme diophantien

G-fonctions
Présentation du probléme

Théoréme fondamental :
André-Chudnovsky-Katz

f #0 G-fonction. L € Q(z)[d/dz]\ {0} tel que Lf(z) =0 et d’ordre
minimal u pour f.

Au voisinage de tout a € P1(Q), il existe une base de solutions de
Ly(z)=0
(A(z—a),..., fu(z—a))(z—a)ca
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G-fonctions
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Théoréme fondamental :
André-Chudnovsky-Katz

f #0 G-fonction. L € Q(z)[d/dz]\ {0} tel que Lf(z) =0 et d’ordre
minimal u pour f.

Au voisinage de tout a € P1(Q), il existe une base de solutions de
Ly(z)=0

(A(z—a),..., fu(z—a))(z—a)ca
ol

e C, e /ﬂu(@) est triangulaire supérieure a valeurs propres dans @
(liées aux exposants de L en )
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Un probléme diophantien

G-fonctions
Présentation du probléme

Théoréme fondamental :
André-Chudnovsky-Katz

f #0 G-fonction. L € Q(z)[d/dz]\ {0} tel que Lf(z) =0 et d’ordre
minimal u pour f.

Au voisinage de tout a € P1(Q), il existe une base de solutions de
Ly(z)=0

(A(z—a),..., fu(z—a))(z—a)ca
ol

e C, e /ﬂu(@) est triangulaire supérieure a valeurs propres dans @
(liées aux exposants de L en )

o f;(u) G-fonctions.
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Un probléme diophantien |~ o .

Présentation du probléme

Présentation du probléme

@ K corps de nombres
e F(z)= Z AzF e K[z]\ K[z]

° LeK[z d/dz]\{O} opérateur tel que L(F(z)) =0 d’ordre
minimal u.

° BEQ\Zg,
°

\ 5 A
VneN,seN, Fil(z)= 1k
Z)(k+/3+n)

k+n
G-fonctions liées a des primitives itérées de F(z).
@ But : trouver des bornes supérieures et inférieures sur la
dimension de
- [s] * <c<
(pa,ﬁ,s .—VeCtK F[j n(a), neN B 0<s<S

quand S € N suffisamment grand et a €K, 0 <|a| < R ot R RCV
de F.
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Un probléme diophantien |~ o .

Présentation du probléme

Théoréeme

|
2

Pour S suffisamment grand et a €K, 0 < |a| < R ot R RCV de F, on a

1+0(1)

K QIC(F By 8(5) < dimuPags < o(B)S +p.
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Un probléme diophantien |~ o .

Présentation du probléme

Théoréeme

|
2

Pour S suffisamment grand et a €K, 0 < |a| < R ot R RCV de F, on a

1+o(1) _
m“ﬂ ) S dimg @55 < Lo(B)S + p.

@ si 6 =deg,(L) et w est I'ordre de 0 en tant que singularité de L,
£o(B) est le maximum de £ :=6 —w et des f —f quand f
exposant de L en oo tel que f—f €N;

e C(F,pB)> 0 constante dépendant de F et f3, et pas de a.
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Un probléme diophantien |~ o .

Présentation du probléme

Théoréeme

|
2

Pour S suffisamment grand et a €K, 0 < |a| < R ot R RCV de F, on a

1+o(1) _
m“ﬂ ) S dimg @55 < Lo(B)S + p.

@ si 6 =deg,(L) et w est I'ordre de 0 en tant que singularité de L,
£o(B) est le maximum de £ :=6 —w et des f —f quand f
exposant de L en oo tel que f—f €N;

e C(F,pB)> 0 constante dépendant de F et f3, et pas de a.

SI F(Z) (S K[Z], (I)a’/j,s c K.
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Un probléme diophantien |~ o .

Présentation du probléme

Cas particuliers :

@ =0 : déja prouvé par Fischler et Rivoal.
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Un probléme diophantien |~ o .

Présentation du probléme

Cas particuliers :

@ =0 : déja prouvé par Fischler et Rivoal.

e A, =1: résultats de Rivoal (a € QNR) et Marcovecchio sur la
dimension du K-espace vectoriel engendré par Lig(a), 0<s< S,
pour a €K, 0<|a| < 1.
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Un probléme diophantien |~ o .

Présentation du probléme

Cas particuliers :

@ =0 : déja prouvé par Fischler et Rivoal.

e A, =1: résultats de Rivoal (a € QNR) et Marcovecchio sur la
dimension du K-espace vectoriel engendré par Lig(a), 0<s< S,
pour a €K, 0<|a| < 1.

@ Fischler et Rivoal : le théoréme principal est aussi vrai pour =0
et a dans un ouvert étoilé en 0 contenant strictement le disque de
convergence de F.
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Un probléme diophantien |~ o .

Présentation du probléme

2 objectifs :

© Prouver le théoréme précédent en suivant et en adaptant la
preuve de Fischler et Rivoal.
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Un probléme diophantien |~ o .

Présentation du probléme

2 objectifs :

© Prouver le théoréme précédent en suivant et en adaptant la
preuve de Fischler et Rivoal.

@ Trouver une expression explicite pour C(F, ) : n'avait pas été fait
par Fischler et Rivoal dans le cas f =0.
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Borne supérieure

Eléments de preuve by
P Borne inférieure

Borne inférieure

On prouve, a l'aide du théoréme d'André-Chudnovsky Katz qu'il existe
Kirsnp EK et K ,p(2) €K[Z] tels que

s Lo(B) u—1
Fl(2) = Kjesmp Fod(2) + ZK onp(2)OF)(2)
Jj=0

ot u=ord(L) et 0 :zdi.
z
Ainsi, sia e KN D(0, R),

Pp,5 1= Vectx (F,gf],,(a), 1<s<S,ne N*)

= Vecty (Fy)(@), 1< £ < 5,1< <Lo(B)) + Vecty ((6/F)(),0 <j < p—1)

et dimy @455 < {o(B)S + u.
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Borne supérieure
Borne inférieure

Eléments de preuve

Borne supérieure

Idée essentielle : introduire une série auxiliaire adaptée pour pouvoir
appliquer le critére d'indépendance linéaire suivant :

Théoréme (Fischler-Rivoal)

Si0<a<1l<b, x,A€R tels que

Q V), [P <bHeM) o [x1:= max |o(x)| (maison de x).
,Tl o€Gal (Q/Q) ( ) ( )
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Borne supérieure
Borne inférieure

Eléments de preuve

Borne supérieure

Idée essentielle : introduire une série auxiliaire adaptée pour pouvoir
appliquer le critére d'indépendance linéaire suivant :

Théoréme (Fischler-Rivoal)

Si0<a<1l<b, x,A€R tels que
Q Vi, [P < b"+e(W) o [x1:=  max |o(x)| (maison de x).

0<Gal(Q/Q)
Q
N T
Z p;.0; = a"n" log(n)* (Z cCr+ o(l)) .
=i t=1
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Borne supérieure
Borne inférieure

Eléments de preuve

Borne supérieure

Idée essentielle : introduire une série auxiliaire adaptée pour pouvoir
appliquer le critére d'indépendance linéaire suivant :

Théoréme (Fischler-Rivoal)

Si0<a<1l<b, x,A€R tels que
Q Vi, [P < b"+e(W) o [x1:=  max |o(x)| (maison de x).

0<Gal(Q/Q)
Q
N T
Z p;.0; = a"n" log(n)* (Z cCr+ o(l)) .
=i t=1

© Les ¢, sont deux a deux distincts et |,| =1.
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Borne supérieure
Borne inférieure

Eléments de preuve

Borne supérieure

Idée essentielle : introduire une série auxiliaire adaptée pour pouvoir
appliquer le critére d'indépendance linéaire suivant :

Théoréme (Fischler-Rivoal)

Si0<a<1l<b, x,A€R tels que
Q Vi, [P < b"+e(W) o [x1:=  max |o(x)| (maison de x).

0<Gal(Q/Q)
Q
N T
Z p;.0; = a"n" log(n)* (Z cCr+ o(l)) .
=i t=1

© Les ¢, sont deux a deux distincts et |,| =1.

Alors . 10&(2)
. og(a
dlmKVect(Ql,..., QN) = m (1— Iog(b)) 5

Généralisation d'un critére de Nesterenko.
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Borne supérieure

Eléments de preuve Borne inférieure

Canevas de preuve :
Pour SeN et reN tel que r < S, soit

Toeld) = T e
n+1

ot (x),=x(x+1)...(x+n—1).
i) Pour n>£,(B), il existe C,,(z) €K[z] et C, ,(z) €K[z] tels que
(B) S

o= 2 31l () St e (2),

u=1 s=1
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Borne supérieure

Eléments de preuve Borne inférieure

Canevas de preuve :
Pour SeN et reN tel que r < S, soit

Toeld) = T e
n+1

ot (x),=x(x+1)...(x+n—1).
i) Pour n>£,(B), il existe C,,(z) €K[z] et C, ,(z) €K[z] tels que

o(B) S

Te,n(2)= ZZ o ,_—[s]( )‘{Z—:a&"(z =S(t-1)(gu F)C)

u=1 s=1

ii) Pour z €K, on borne les maisons (resp les dénominateurs) de

Cusn(2) et C, ,(2) par des suites b"(Ho D (resp. b"(HO D).
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Borne supérieure

Eléments de preuve Borne inférieure

iii) On exprime Ts, ,(1/a) en fonctions d'intégrales

. log(n)®
S5—r+2)/2
B () = (2m) DV -

c+ioco
1
) ne(=a/Et) | 1
fc_,-oo golt)e ( +O(Iog(n)))dt
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Borne supérieure

Eléments de preuve Borne inférieure

iii) On exprime Ts, ,(1/a) en fonctions d'intégrales

_ log(n)¥
S—r+2)/2
B () = (2m) DV -

c+ioco
1
: ne(—a/Ept) | 1
fc_,-oo golt)e ( +O(Iog(n)))dt

iv) On applique la méthode du col & %5, ,;(a) et on choisit
r=|5/1og(S)?| pour obtenir

Q
Ts.,n(1/a) = a"n" log(n)* (Z cqplat o(1)) , n— 00,

q=1

ol 0<a<r>, |¢,/=1, les {, sont 2 a 2 distincts et ¢, # 0.
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Borne supérieure

Eléments de preuve Borne inférieure

v) On applique le critére d’indépendance linéaire précédent grace aux
étapes ii) et iv).
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille
Explicitation des constantes Exemples

Explicitation des constantes

On peut trouver @;(X) € G¢[X] et u € N* tels que

¢
uz“wa:szQj(G +J), (1)
~

J

ot 60 =zd/dz, u=ord(L), w la multiplicité de 0 en tant que
singularité de L et £ =deg,(L)—w

Alors

L
Lg = uzt =@ zP Lz7P szQj(G + B +J)-
=0
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples

Soit (u1,5(n))r=ms -+ (tg,s(N))n=m une base de solutions de

V4
. > Q(=n—p)u(n+j)=0.

Jj=0
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples

Soit (u1,5(n))r=ms -+ (tg,s(N))n=m une base de solutions de

L
. D>.Q(=n—B)u(n+j)=0.

Jj=0
Soit
upp(n+€—1) - up(n+€—1)
upg(n+€—=2) - ug(n+l-2)
Wp(n) = e , . o :
uy,p(n) ugp(n)

et (—1YD; (n) le mineur obtenu en enlevant la premiére ligne et la
J'¢™e colonne de Wpg(n).
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples

Proposition

On peut prendre dans le théoréme principal

C(F,ﬁ):|0g(2eC1(F,ﬂ)C2(F,/:}))

o Cy(F,B) (resp. Cy(F,pB)) est une borne supérieure sur limsup 53/

n—-+400
(resp. limsup MY/"), ou &, (resp. M,) est un dénominateur commun

n—-+00
(resp. le maximum des valeurs absolues) des
1 Dj,/a’(k)

Wﬂ(k), Qe(]_—k—ﬁ)’ uj,ﬁ(k)’ kE{m,...,n},jE{l,...,f}.
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples

¢
Yn=m, ZQJ(—n—ﬂ)u(n—i—j):O. (2)

Jj=0

(up), est solution de (2) ssi Zﬁ(U(z’l)) =0 ou

T d ¢ m—1
=(35) 7
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille
Explicitation des constantes Exemples

et U(z)= D] u,z".

Pour calculer Gy(F, ), on veut donc trouver une borne sur

oo
den(ug,...,u,) quand U(z) = 2; u,z" vérifie L o(U(z)) =0, oi Lg o
n=0
est |'opérateur obtenu a partir de Lz par changement de variable
u=1/z.
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille
Explicitation des constantes Exemples

Un outil : la taille

Soit G € #,(K(z)). On prend G; telle que y’' = Gy = y) =G.y. La
taille de G est

1
o(G) :=limsup = Z suplog™ || —2

S <
S2H > pespec(ar) "S°

>
p,Gauss

avec log™ : x — log (max(1,x)). La taille d'un opérateur est celle de sa
matrice compagnon.
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille
Explicitation des constantes Exemples

Un outil : la taille

Soit G € #,(K(z)). On prend G; telle que y’' = Gy = y) =G.y. La
taille de G est

>
p,Gauss

1
o(G) :=limsup = Z sup log™

S <
S2H > pespec(ar) "S°

avec log™ : x — log (max(1,x)). La taille d'un opérateur est celle de sa
matrice compagnon.

La taillede Y = >, Y,,z™,Y,, € M, ,(K) est

m=0

1
O'(Y) ::Iimsup— Z Suplong”Ym”p'

S <
SO0 2 pespec(ar) ™S°
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille
Explicitation des constantes Exemples

Etapes de la méthode

U(z) = . u,z" solution de Zﬂ,oo(U(Z)) =0
n=0
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille
Explicitation des constantes Exemples

Etapes de la méthode

U(z) = Y} u,z" solution de Ly o (U(2)) =0
n=0
i) Borner den(uy, ..., us) en fonction de o(U) :

den(ug, ..., u;) < exp([K: Q]o(U))
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termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille
Explicitation des constantes Exemples

Etapes de la méthode

U(z) = Y} u,z" solution de Ly o (U(2)) =0
n=0
i) Borner den(uy, ..., us) en fonction de o(U) :

den(ug, ..., u;) < exp([K: Q]o(U))

ii) Borner o (U) en fonction de O'(Zﬂ,oo) (Dwork) :

c(U)<(u+8)?0(Lpeo) +(u+€2+p+L—1+@u+0)(p+e-1)

H(den(fi, ..., f;)den(B)) + (u+€)>+1) > h(1/7), (3)
{#0,00

ou :
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
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Etapes de la méthode

U(z) = Y} u,z" solution de Ly o (U(2)) =0
n=0
i) Borner den(uy, ..., us) en fonction de o(U) :

den(ug, ..., u;) < exp([K: Q]o(U))

ii) Borner o (U) en fonction de O'(Zﬂ,oo) (Dwork) :

c(U)<(u+8)?0(Lpeo) +(u+€2+p+L—1+@u+0)(p+e-1)
H(den(fi, ..., f;)den(B)) + (u+€)>+1) > h(1/7), (3)

{#0,00
ou :
@ la somme porte sur les racines # 0 de y,(z) € K[z] ne dépendant
que de L;
@ fi,...,f, : exposants de L en oo
N T
@ H(N):=—— >. =, ¢ indicatrice d'Euler.
(N) (,ay=1J
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on en termes de solutions d'opérateurs
ation a l'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples

o (Lp0o) = o(Lp)
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on en termes de solutions d'opérateurs
ation a l'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples

o (Lp0o) = o(Lp)
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples

i) o(Lp00) = o (Lp)
iv) Borner la taille d'un produit (L.) :

U(Zﬁ)za((%)l Lﬁ)<£+o(Lﬁ) (4)
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a I'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples

i) o(Lp00) = o (Lp)
iv) Borner la taille d'un produit (L.) :

U(Zﬁ)za((%)l Lﬁ)<£+o(Lﬁ) (4)

v) Borner o(Lg) en fonction de o (L) (L.) :

o(Lg) < (1+log(2)) max(1,2log(den(B)),o (L)) (5)
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a l'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples
Exemples
%) k
Q9 fonction zéta de Lerch). Pour
g (k+pB)s ( )

1 1
Lt oll), 0(5) des &,(a,1/2),
0<s< S, sont linéairement indépendants sur Q.

0<lal<1,aeQ Au moins

Gabriel Lepetit Sur l'indépendance linéaire de valeurs de G-fonctions



Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a l'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples
Exemples
%) k
Q9 fonction zéta de Lerch). Pour
-5 )

1
o) |06(5) des ®,(,1/2),
0<s< S, sont linéairement indépendants sur Q.

1
0<lal<1,aeQ Au moins i

1+ 0(1)
2443[Q(a) : Q]

i 1/3 )k(2/11),  ZK
KI(1/6), (Tk+1)s°

Q@ SiacQ et 0<]al <1, au moins log(S) des

0<s<S

=0

sont linéairement indépendants sur Q(a).
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
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Explicitation des constantes Exemples

o
2]

@ La dimension sur Q(a) de I'e.v. engendré par

SO et = 220 ) ater

0,=0 k=0j=0

M8

-
Il

. 1+ 0(1)
<s< I
0<s<S, est au moins 200532[0(a) - Q] og(S)
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Expression en termes de solutions d'opérateurs
Explicitation a l'aide de la taille

Explicitation des constantes Exemples

Merci pour votre attention!

Gabriel Lepetit dépendance linéaire de valeurs de G-fon
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